
 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  IX 

Η ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΕ ΚΥΡΙΕΣ ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 

                                                                             Πάντα κατ’ αριθµόν γίνονται                                                                        

Πυθαγόρας 

 9.0 Γενικά 

Η ανάλυση σε Κύριες Συνιστώσες (Analyse Composantes Principales, ACP)       

[Hotelling H. 1933] είναι η πιο παλιά από τις µεθόδους της ανάλυσης δεδοµένων. 

Η ACP εφαρµόζεται αποκλειστικά σε πίνακες δεδοµένων που περιγράφουν τις 

µετρήσεις p ανοµοιογενών ποσοτικών µεταβλητών Vj (j=1,..p) οι οποίες πα-

ρατηρούνται στις n στατιστικές µονάδες Ii (i=1,...,n) του πληθυσµού που µελετά-

ται.   

Συµβολίζουµε µε kij την τιµή της µεταβλητής Vj που µετρήθηκε στη i στατι-

στική µονάδα. 

Ο όρος ανοµοιογενείς µεταβλητές σηµαίνει, πως δεν χρησιµοποιούνται στις p 

µεταβλητές οι ίδιες µονάδες µετρήσεις, οπότε αν πάρουµε το άθροισµα µιας γραµ-

µής του πίνακα δεδοµένων Α(i,j) ο αριθµός που προκύπτει δεν έχει κανένα ουσι-

αστικό νόηµα. 

Γενικώς η ανάλυση σε κύριες συνιστώσες αφορά στην κατασκευή νέων ασυ-

σχέτιστων µεταβλητών, που καλούνται «παράγοντες» οι οποίοι περιγράφουν µε 

µεγαλύτερη ευκρίνεια τα αρχικά δεδοµένα και αναδεικνύουν καταστάσεις οι οποίες 

δεν διαφαίνονται από την αρχική µελέτη του πίνακα δεδοµένων. 

    Η αντικατάσταση των αρχικών µεταβλητών από τους «παράγοντες» το πλήθος 

των οποίων είναι p, αφήνει αναλλοίωτη την συµπεριφορά των αρχικών δεδοµένων, 

οπότε η εικόνα του πίνακα Τ(nxp) {δηλαδή n αντικείµενα x p µεταβλητές) είναι ίδια 

και στον πίνακα C(nxp) {δηλαδή n αντικείµενα x p παράγοντες}.    

Για την εύρεση των νέων αυτών µεταβλητών ci{i=1,2,…p) προτάθηκαν αρκετά 

κριτήρια µεταξύ αυτών το κριτήριο της αδράνειας που πρότεινε ο K.Pearson 

[Pearson K.,1901] και το κριτήριο της συσχέτισης που πρότεινε ο H.Hotelling 

[Hotelling H.,1933]. 

Εµείς θα αναπτύξουµε το κριτήριο της αδράνειας καθόσον αδράνεια και 

πληροφορία συνδέονται άµεσα όπως προαναφέρθηκε στη §2.21. 

9.1 Το κριτήριο του K. Peasron 

Κάθε στατιστική µονάδα Ii (i=1,...n) περιγράφεται από p ποσοτικές 

κανονικοποιηµένες µεταβλητές, ήτοι από ένα διάνυσµα γραµµή Xj
i
=(x1

i
,x2

i
...,xp

i
). 

Το σύνολο των στοιχείων {Xj
i
} σχηµατίζει ένα νέφος σηµείων µέσα στο χώρο των 

p διαστάσεων, αφού κάθε διάνυσµα γραµµή περιγράφεται από p συντεταγµένες. 

Όµως η εποπτική παρουσίαση του νέφους N(I) στον R
p
 δεν είναι δυνατή, έτσι 

αρκεί να παρουσιάσουµε γραφικά τα n διανύσµατα προβάλλοντας τα σ' ένα 
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επίπεδο. Με την προβολή των συντεταγµένων xj
i
 κάθε στατιστικής µονάδας σ' ένα 

επίπεδο, έχουµε κάποια παραµόρφωση της εικόνας του νέφους, την οποία θέλουµε 

να καταστήσουµε ελάχιστη, αφού η απόσταση  d(xj
1
, xj

2
) δύο στατιστικών 

µονάδων στο χώρο R
p
, γενικώς δεν µπορεί να παραµείνει ίση µε την απόσταση 

d(f1,f2) των προβολών τους, αφού ισχύει  d(f1,f2) <d(xj
1
, xj

2
) (σχ. 9.1). 

 
Σχήµα 9.1: Η προβολή του νέφους Ν(Ι) σε επίπεδο 

Πρέπει λοιπόν να διαλέξουµε το κατάλληλο επίπεδο προβολής πάνω στο οποίο 

οι αποστάσεις d(fi,fj) µεταξύ όλων των προβολών των σηµείων Χj
i
 ανά δύο να 

διατηρούνται όσο το δυνατόν καλύτερα.  

Λαµβάνοντας λοιπόν υπόψη ότι η προβολή σµικρύνει σχεδόν πάντα τις πραγ-

µατικές αποστάσεις  θα καθορίσουµε ένα κριτήριο που µεγιστοποιεί το µέσο των τε-

τραγώνων των αποστάσεων µεταξύ των προβολών f1, f2,.... fn. 

Το επίπεδο πάνω στο οποίο γίνεται η προβολή και έχει την προαναφερθείσα 

ιδιότητα ονοµάζεται παραγοντικό επίπεδο. Για να προσδιοριστεί το επίπεδο αυτό 

αρκεί να βρούµε δύο ευθείες ∆r, ∆s κάθετες µεταξύ τους τέτοιες ώστε να ισχύει η 

σχέση 

       
2 2 2

i j i j i jd (f , f ) d (a ,a ) d (b ,b )= +                            (9.1) 

όπου ai,aj,bi,bj είναι οι προβολές των fi,fj πάνω στις ευθείες ∆r,∆s. 

Οι ευθείες αυτές ονοµάζονται παραγοντικοί άξονες οι οποίοι είναι ανά δύο 

ορθογώνιοι. Προβάλλοντας τα διανύσµατα Χj
i
 που είχαν αρχικά για συντεταγµένες 

τους αριθµούς (x1
i
,x2

i
...,xp

i
), έχουν πλέον σε κάθε άξονα ∆a (για a=1,...p)  

καινούργιες συντεταγµένες τους αριθµούς  (c
1
(i),.....c

p
 (i)). 

∆ηµιουργούνται λοιπόν καινούργιες τεχνητές µεταβλητές C
1
,C

2
,....,C

P
 ασυ-

σχέτιστες µεταξύ τους, που ονοµάζονται κύριες συνιστώσες, οι οποίες συνθέτουν 

τις συσχετίσεις του συνόλου των αρχικών µεταβλητών. 

Για κάθε  κύρια συνιστώσα C
j
 (j=1,2,...,p) η συντεταγµένη  c

j
(i) των στατι-

στικών µονάδων, αντίστοιχη στο κύριο άξονα ∆j, είναι γραµµικός συνδυασµός των 

κανονικοποιηµένων  συντεταγµένων xj
i
. 

Ήτοι                                
j j i j i j i

i 1 2 2 p pC (i)=u x +u x +......+u x                               (9.2) 

Οι συντελεστές 
j j j

i 2 p(u , u ,....u ) αποτελούν τον j-ιοστό κύριο παράγοντα uj  

(j=1.,,,p). 
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Η προσέγγιση µιας στατιστικής µονάδας Ii στο επίπεδο που σχηµατίζουν δύο 

παραγοντικοί άξονες ∆r και ∆s µετράται µε το συν
2
θ της γωνίας που σχηµατίζει το 

διάνυσµα Xi µε τη προβολή του P(i) στο επίπεδο των παραγοντικών αξόνων. 

                                        

2

2

2

Ρ(i)
συν θ=

X(i)
                                                   (9.3)  

όπου ||P(i)|| το µέτρο της προβολής του διανύσµατος Χ(i). 

Επειδή η καλύτερη απεικόνιση του νέφους πραγµατοποιείται όταν προβάλλεται 

στο επίπεδο των δύο πρώτων παραγοντικών αξόνων, καθόσον οι χαρακτηριστικές 

ρίζες βαίνουν κατά φθίνουσα σειρά οι στατιστικές µονάδες που εµφανίζουν να 

έχουν την µεγαλύτερη επίδραση στο σχηµατισµό του νέφους παρουσιάζουν την 

σηµαντικότερη ποιότητα προβολής στο επίπεδο αυτό, µε άλλα λόγια βρίσκονται 

πλησίον του κύριου παραγοντικού επιπέδου 1x2. 

        Τα σηµεία αυτά εντοπίζονται εύκολα, αφού έχουν το υψηλότερο άθροισµα 

συν
2 
θ1+συν

2 
θ2 από τα υπόλοιπα  σηµεία [Cibois Ph,1983]. 

        Στο παραγοντικό επίπεδο δύο αντικείµενα µε υψηλή συσχέτιση µεταξύ 

των θα είναι πλησίον το ένα µε το άλλο, λ.χ τα αντικείµενα Ι2 και Ι3 (σχήµα 9.2) 

 
Σχήµα 9.2: Παραγοντικό επίπεδο 1x2 

       Πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα ότι στην ανάλυση σε Κύριες Συνιστώσες 

ενδιαφερόµαστε πρωτίστως για την συµπεριφορά των µεταβλητών, δηλαδή ποιες 

παρουσιάζουν τις πλέον υψηλές συντεταγµένες, καθόσον η συντεταγµένη µιας 

µεταβλητής στον παραγοντικό άξονα ∆α είναι ο συντελεστής συσχέτισης της 

µεταβλητής αυτής µε τον άξονα αυτόν.  

Έτσι θα ερµηνευτούν οι παραγοντικοί άξονες µε βάση την συγκέντρωση 

ορισµένων τέτοιων µεταβλητών σε συνδυασµό µε  εκείνες που βρίσκονται σε αντί-

θεση.   

9.2  ∆ιαδικασία κατασκευής και ανάλυσης του νέφους των στατιστικών µονά-

δων  Ν(Ι) 

Έστω n στατιστικές µονάδες οι οποίες µελετώνται ως προς την συµπεριφορά p 

ποσοτικών µεταβλητών, δηµιουργώντας τον πίνακα δεδοµένων Α(i,j) µε i=1,...n 

και j=1,...p. 
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Η ανάλυση προβλέπει να εντοπιστεί αρχικά ο 1ος παραγοντικός άξονας του νέ-

φους Ν(Ι).Ψάχνουµε δηλαδή να βρούµε µία ευθεία ∆1 που να περνά από την αρχή 

των αξόνων Ο, κέντρο µάζας του νέφους των κανονικοποιηµένων δεδοµένων 

{Χ1
i
|i=1…,n) και στη συνέχεια να υπολογιστεί η αδράνεια Ι(Ν,∆1) των ορ-

θογώνιων προβολών {c
1
(i)|i=1,...n} των σηµείων του νέφους πάνω στη ευθεία ∆1 

(σχ. 9.3) ως προς το κέντρο µάζας G{=Ο}. 

Στη συνέχεια επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία προς εντοπισµό και των 

άλλων παραγοντικών αξόνων ∆a των οποίων το πλήθος είναι ίσο µε τη διάσταση p 

του χώρου των µεταβλητών Vj.  

 

Σχήµα 9.3: Εντοπισµός του παραγοντικού άξονα ∆1 

Έτσι, λοιπόν, σε κάθε γραµµή i του πίνακα Α(nxp) αντιστοιχούµε το διάνυσµα 

Αj
i
=(ki1,...kip),όπου το kij παριστάνει την τιµή της µεταβλητής Vj για την i 

στατιστική µονάδα. 

Στη συνέχεια τροποποιούµε τα διανύσµατα Αj
i
 πραγµατοποιώντας τον εξής 

µετασχηµατισµό:                                     

                                           ( ) ( )i
jj ijx x k i 1.,,n , j 1..,p                                = − = =               (9.4)                                                                 

                                                       j j

i

1
k k

n
= ∑                                                   (9.5) 

   Εποµένως ο πίνακας Α(nxp) µετατρέπεται σ' ένα πίνακα Χ(nxp) του οποίου οι 

γραµµές δηµιουργούν ένα νέφος σηµείων Ν(Ι) που ανήκουν στο χώρο R
p
. Η 

µετρική που χρησιµοποιείται είναι η Dp (nxn) και δίνεται από την σχέση 9.6. 

                                                                   p1                   0 

                                                                   0    . . .     0 

  Dp  =       0 ..  pi ..  .0                                        

                                                (nxn)                                                                     (9.6)                         

                                                                   0 . .. .. ...  0 

                                                                   0…..….. pn  

όπου                 i

1
p

n
=                                                                                        (9.7)  

Ακολούθως υπολογίζουµε τον πίνακα V(pxp), ο οποίος αποτελεί τον πίνακα 
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διακυµάνσεων - συνδιακυµάνσεων των p µεταβλητών χρησιµοποιώντας την σχέση 

9.8. 

                                               V = Χ'
 
·Dp· Χ                                               (9.8) 

                                           (pxp)   

Μετά υπολογίζουµε τον πίνακα των συσχετίσεων µεταξύ των p µεταβλητών 

χρησιµοποιώντας  τη σχέση 9.9. 

              R = D1/s·V·D1/s                                                (9.9) 
                                         (pxp) 

Ο πίνακας D1/s διαστάσεων pxp είναι διαγώνιος µε στοιχεία τις τιµές 1/sj , όπου 

sj είναι η τυπική απόκλιση των τιµών κάθε µεταβλητής  j.  

                                              
( )

2

jij

j

k k
s

n

−
=
∑

                                      (9.10) 

Παρατήρηση: Το γενικό στοιχείο rij  του πίνακα R είναι ο συντελεστής συσχέτισης 

µεταξύ των µεταβλητών i  και j. 

  ∆ιαγωνοποιώντας τον τετραγωνικό πίνακα R(pxp),βρίσκουµε τις χαρα-

κτηριστικές ρίζες λa  και τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά διανύσµατα Ua για a=1,...p. 

'Έχοντας βρει τα χαρακτηριστικά διανύσµατα Ua έχουµε τη δυνατότητα να 

υπολογίσουµε τις κύριες συνιστώσες C
J
 (J=1,..p) των στατιστικών µονάδων σε 

κάθε παραγοντικού άξονα ∆a, σύµφωνα µε την διανυσµατική σχέση (9.11). 

                                                 C
J 
=  X  ·  Ua                                               (9.11) 

                                                    (nxp) (nxp)(pxp)  

όπου X(nxp) o κανονικοποιηµένος πίνακας του πίνακα Α(nxp) και Ua είναι το 

χαρακτηριστικό διάνυσµα που συνδέεται µε τον παραγοντικό άξονα ∆a (a=1,..p).  

Π.χ. οι συντεταγµένες της 1
ης

 κύριας συνιστώσας για κάθε στατιστική µονάδα i 

είναι ίση µε   

                                         
ip

jj1 j

1

j 1 j

(x x )
c (i) u (i 1,..., n)

s n=

−
= ⋅ =∑             (9.12)                                    

Με βάση λοιπόν τη σχέση 9.11 ο αρχικός πίνακας δεδοµένων Α(nxp) 

µετασχηµατίζεται σε πίνακα C(nxp), ο οποίος περιγράφει τις στατιστικές µονάδες 

σε σχέση µε τις κύριες συνιστώσες. 

       Πίνακας 9.1:Ο πίνακας C(nxp):Οι κύριες συνιστώσες των n στατιστικών 

µονάδων 

    C
1
 .. C

2
.... .C

j
…..... .C

p
 

1 

. 

i 

. 

n 

c
1
(1)  .      c

j
 (1)    .    . 

    .            .             . 

c
1
(i)........ c

j
 (i)…..c

p
(i) 

     .               .             . 

   ............ c
j
 (n)…...... 
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Η διακύµανση της 1
ης

  κύριας συνιστώσας C
1
 κατά µήκος του 1

ου
 παραγοντικού 

άξονα ∆1 είναι ίση µε την αδράνεια λ1 των προβαλλόµενων σηµείων  του νέφους 

των κανονικοποιηµένων δεδοµένων πάνω στην ευθεία ∆1 ως προς το κέντρο µάζας 

G={Ο}. 'Ήτοι 

      Var[C
1
(i)]=

n

i 1

1

n =

∑ [C
1
(i)]

2
]=

n
2

i 1

1
d

n =

∑ (C
1
(i),O)=I({c

1
(1),..c

1
(n)},Ο)=λ1        (9.13) 

Η ιδιότητα αυτή ισχύει για κάθε κύρια συνιστώσα.  

Εποµένως κάθε χαρακτηριστική ρίζα λa είναι η αδράνεια που ερµηνεύει ο 

αντίστοιχος παραγοντικός άξονας ∆a.  

Αν επιθυµούµε να προσδιορίσουµε το µέρος της ολικής αδράνειας (σ' αυτήν 

την περίπτωση και της διακύµανσης) που ερµηνεύεται από κάθε κύρια συνιστώσα 

(και κατ' επέκταση κάθε παραγοντικού άξονα ∆a) χρησιµοποιούµε τη σχέση 9.14 

                                              α
α

α

α

λ
τ

λ
=
∑

                                                  (9.14)                                                    

Από τη σχέση 9.12 σε συνδυασµό µε τη σχέση 9.13 έχουµε ότι η συνολική 

αδράνεια του νέφους Ι(N,G) είναι ίση µε  

                                            I(N,G)=

p

a

a=1

λ = p∑                                         (9.15) 

Για κάθε κύρια συνιστώσα C
J
 (όπου J=1,..p)  των στατιστικών µονάδων και σε 

κάθε παραγοντικό άξονα ∆a ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

                       
n n

j j 2

a

i=1 i=1

1
c (i)=0 (9.16) [c (i)] =λ

n
∑ ∑         (9.16a) 

                                   Ε[c
s
(i),c

r
(i)]=0  για s<r                                           (9.17) 

    Για να υπολογίσουµε την ποιότητα προβολής κάθε στατιστικής µονάδος i 

(i=1,...n) στον παραγοντικό άξονα ∆a, χρησιµοποιούµε ως κριτήριο το τετράγωνο 

του συνηµίτονου  της γωνίας που σχηµατίζει το διάνυσµα Χj
i
 µε τον παραγοντικό 

άξονα ∆a. (δηλαδή το cos
2
(Χj

i
,∆a) το οποίο συµβολίζεται µε (COSa (i)). Ήτοι 

  

2
a

a 2
a

a

c (i)
COS (i) (a 1,...p)

c (i)

 
  = =
 
  ∑

                    (9.18) 

Έτσι όσο το COSa (i) πλησιάζει τη µονάδα τόσο καλύτερη ποιότητα προβολής 

της στατιστικής µονάδας έχουµε στον παραγοντικό άξονα ∆a. 

H συµβολή κάθε στατιστικής µονάδος i (i=1,...n) στη διαµόρφωση του παραγο-

ντικού άξονα ∆a υπολογίζεται από την σχέση 9.19 

  

2
a

a

a

c (i)
CTR (i) (a 1,...p)

n λ

 
  = =
⋅

                          (9.19) 
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Ο συνδυασµός υψηλών τιµών COSa(i) και CTRa(i) για την i στατιστική µο-

νάδα είναι ένδειξη πως συµβάλλει στη διαµόρφωση και ερµηνεία του άξονα ∆a. 

 9.2.1 Η ανάλυση του νέφους Ν(J) των µεταβλητών 

Οι µεταβλητές Vj µετά τη διαδικασία  της κανονικοποίησης, στο χώρο των κυ-

ρίων συνιστωσών αποτελούν διανύσµατα Y
j
  των οποίων οι συντεταγµένες είναι οι 

συντελεστές συσχέτισης των µεταβλητών αυτών µε τις κύριες συνιστώσες C
J
 

(J=1,....,p) [Tenenhaus M,1993,σ.125]. 

Οι συσχετίσεις των Υ
j
 µε κάθε συνιστώσα C

j
 υπολογίζεται βάσει της σχέσης 

9.20. 

                               
j a

a aCOR(Y ,C )= λ U⋅     ∀  j=1,...p και a=1,....p           (9.20) 

όπου Ua ο κύριος παράγοντας που συνδέεται µε τον παραγοντικό άξονα ∆a και λa η 

αντίστοιχη χαρακτηριστική ρίζα του παραγοντικού άξονα ∆a. 

Ο πίνακας 9.2 παρουσιάζει τις µεταβλητές Y
j
 στο χώρο R

p
 που δηµιουργούν οι 

κύριες συνιστώσες C
j  
(j=1,...p). 

 

Πίνακας 9.2:Συσχετίσεις µεταβλητών και κυρίων συνιστωσών 

 
Με βάση τη σχέση 9.20 ισχύει 

                                            

p
2 j a

a a

j 1

COR (Y ,C ) λ
=

=∑                                (9.21)                                                                                              

αφού ως γνωστόν            

                                     

p
j 2

r

r

(u ) 1 για κάθε j 1,....p= =∑               (9.22) 

Ισχύει επίσης              

                                          

p
2 j a

a

a 1

COR (Y ,C ) 1
=

=∑                                    (9.23) 

Τέλος επειδή η χαρακτηριστική ρίζα λa είναι η αδράνεια που εξηγείται από 

τον άξονα ∆a, η συµβολή κάθε µεταβλητής στη διαµόρφωση του παραγοντικού 

άξονα ∆a υπολογίζεται από την σχέση 9.24 

 

                                                  CORa
2
 (Y

j
,C

j
)      

                              CTRa (j) =     για j=1,..,p                      (9.24) 
                                                          λa 
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9.3 Ο κύκλος συσχέτισης 

Ορίζοντας µε Ν(J) το νέφος των σηµείων Υ
j
, αυτό βρίσκεται εντός 

υπερσφαίρας ακτίνας r=1,καθόσον η κάθε συντεταγµένη των σηµείων αυτών είναι 

ένας συντελεστής συσχέτισης.     

Συνεπώς όταν προβάλουµε το νέφος Ν(J) σε οποιοδήποτε  παραγοντικό 

επίπεδο οι προβολές των σηµείων θα βρίσκονται στο εσωτερικό ενός κύκλου 

(0,1),που καλείται κύκλος συσχέτισης (σχήµα 9.4).  

Θεωρώντας, λοιπόν, το παραγοντικό επίπεδο 1x2,(αφού προσφέρει τη µεγαλύ-

τερη πληροφορία) η κάθε µεταβλητή Y
j
 ορίζεται στο επίπεδο αυτό µε τη βοήθεια 

του σηµείου Βj=(COR(Y
j
,C

1
),COR(Y

j
,C

2
)). 

 

Σχήµα 9.4: Ο κύκλος συσχέτισης 

   Το µήκος Rj των διανυσµάτων-µεταβλητών Βj αντιπροσωπεύει το συντελεστή 

πολλαπλής συσχέτισης R(Y
j
,C

1
,C

2
) µεταξύ της µεταβλητής Y

j
 µε τις δύο πρώτες 

κύριες συνιστώσες C
1
,C

2
.  

Πράγµατι 

                ||Βj||
2
=COR

2
 (Y

j
,C

1
)+COR

2
 (Y

j
,C

2
)=R(Y

j
,C

1
,C

2
)          (9.25) 

 αφού οι µεταβλητές C
1
 και C

2
 είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους. 

Τα σηµεία του νέφους Ν(J) όσο πλησιάζουν την περιφέρεια του κύκλου, 

τόσο καλύτερα αντιπροσωπεύονται στο παραγοντικό επίπεδο. 

9.4 Τα παραγοντικά επίπεδα 

Τα σηµεία των νεφών Ν(Ι) και Ν(J) έχουµε τη δυνατότητα να τα προβάλουµε 

στο ίδιο παραγοντικό επίπεδο. H ταυτόχρονη προβολή τους στο παραγοντικό 

επίπεδο ∆rx∆s (r=1,..p,s=2,...p µε r<s) χρησιµεύει στην εξαγωγή των παρακάτω 

συµπερασµάτων: 

Η προβολή των µεταβλητών στο επίπεδο επιτρέπει να χαρακτηρίσουµε τους 

παραγοντικούς άξονες του επιπέδου, δηλαδή να τους δώσουµε µία φυσική ση-

µασία (ιδιότητα),ανάλογα µε το ποιες µεταβλητές συσχετίζονται περισσότερο µε 

τον καθένα χωριστά. 

Στη συνέχεια εντοπίζονται οι µεταβλητές που παρουσιάζουν µεταξύ τους 

υψηλές συσχετίσεις. Ο εντοπισµός αυτός δίνει την δυνατότητα να παραλείψουµε 

ορισµένες απ' αυτές, κρατώντας για την ανάλυση τις υπόλοιπες q (q<p),αφού 

προκαλούν περίπου τις ίδιες συνέπειες στις στατιστικές µονάδες.  
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Έτσι οι q µεταβλητές θεωρούνται, η κάθε µια χωριστά, ως αντιπρόσωπος µιας 

οµάδας άλλων µεταβλητών που είναι έντονα συσχετισµένες µε αυτές. 

Με τον εντοπισµό, λοιπόν, των q µεταβλητών που συµβάλλουν περισσότερο 

στην ερµηνεία του υπό µελέτη φαινοµένου, η ACP δίνει την δυνατότητα στον 

ερευνητή να αναπαραστήσει πλέον το νέφος Ν(Ι) στο χώρο R
q
 (χρησιµοποιώντας 

τις q πρώτες κύριες συνιστώσες).Ο µελετητής γνωρίζοντας το ποσοστό απώλειας 

της αδράνειας (πληροφορίας) που παρουσιάζει η ανάλυση µε τις q µεταβλητές 

προχωρά στην ερµηνεία του φαινοµένου, διατηρώντας ταυτόχρονα τις βασικές 

σχέσεις εξάρτησης που παρουσιάζουν τόσο οι στατιστικές µονάδες µεταξύ τους, 

όσο και οι µεταβλητές. 

Η προβολή των στατιστικών µονάδων σε συνδυασµό µε την ερµηνεία των 

παραγοντικών αξόνων επιτρέπει στον αναλυτή να εντοπίσει τις ιδιότητες των 

στατιστικών µονάδων και να τις οµαδοποιήσει κατά τέτοιο τρόπο, ώστε κάθε 

οµάδα να περιλαµβάνει στατιστικές µονάδες µε παρεµφερή συµπεριφορά, ως προς 

τις q µεταβλητές.   

Για την ταυτόχρονη παρουσίαση των νεφών Ν(Ι) και Ν(J) στο ίδιο παραγοντικό 

επίπεδο, πρέπει να ληφθούν υπόψη οι εξής παρατηρήσεις: 

α)  Οι συντεταγµένες των µεταβλητών επειδή προσδιορίζουν συντελεστές 

συσχέτισης η αριθµητική τιµή της κάθε µιας είναι µικρότερη της µονάδος. 

Για τον λόγο αυτό είναι σκόπιµο να εξετάζεται αρχικά το παραγοντικό 

επίπεδο µόνο µε τις µεταβλητές. 

β)  Η ανάλυση του νέφους Ν(Ι) γίνεται σε σχέση µε το κέντρο βάρους του νέ-

φους, ενώ δε συµβαίνει το αυτό µε την ανάλυση του νέφους Ν(J). Λόγω 

της ιδιαιτερότητας αυτής για να επιτύχουµε καλύτερη γραφική απεικόνιση 

των νεφών Ν(J) και Ν(I) στα διάφορα παραγοντικά επίπεδα, 

πολλαπλασιάζουµε τις συντεταγµένες του νέφους N(J) µε τον αριθµό             

      ώστε να εξασφαλίσουµε στις προβολές των σηµείων των δύο νεφών µία 

σχετική συµβατότητα.  

      Και αυτό επειδή η ανάλυση του νέφους Ν(Ι) γίνεται σε σχέση µε το κέντρο 

βάρους του νέφους, ενώ δε συµβαίνει το ίδιο µε την ανάλυση του νέφους Ν(J). 

Οι κύριες συνιστώσες των µεταβλητών είναι συντελεστές συσχέτισης, άρα 

πολύ πιθανόν όλες οι µεταβλητές να παρουσιάζουν θετική ή αρνητική 

συσχέτιση µ' ένα από τους άξονες, οπότε θα βρίσκονται προς την ίδια µεριά 

του άξονα και όχι εκατέρωθεν της αρχής των αξόνων όπως συµβαίνει µε τις 

συνιστώσες των στατιστικών µονάδων. 

γ)  Το πρόσηµο των συντεταγµένων των σηµείων των δύο νεφών εξαρτάται 

από τον αλγόριθµο που χρησιµοποιείται για τη διαγωνοποίηση του πίνακα 

R (pxp). 

δ)  Με την ανάλυση σε κύριες συνιστώσες ερµηνεύονται οι γραµµικές σχέ-

σεις µεταξύ των µεταβλητών. Έτσι ένας µικρός συντελεστής συσχέτισης 

µεταξύ δύο µεταβλητών παρέχει την ένδειξη ότι οι µεταβλητές αυτές είναι 

n/p
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ανεξάρτητες, µπορεί βέβαια να υφίσταται µεταξύ τους µία µη γραµµική 

σχέση, η οποία δεν αποκαλύπτεται στη παρούσα φάση της ανάλυσης. 

9.4.1 Ερµηνεία του παραγοντικού επιπέδου 

Οι γραφικές παραστάσεις µεταξύ γραµµών και στηλών ενός πίνακα δεδοµένων 

πάνω στο παραγοντικό επίπεδο επιτρέπουν να οπτικοποιήσουµε τις προσεγγίσεις 

µεταξύ αντικειµένων (γραµµών) και µεταβλητών (στηλών) (σχήµα 9.2). 

� Στον χώρο R
p
 των σηµείων-αντικειµένων {Ιk:: (k=1,2,…n)} όταν δύο 

σηµεία-αντικείµενα είναι γειτονικά, σηµαίνει ότι τα δύο αυτά αντικείµενα 

χαρακτηρίζονται από τις ίδιες περίπου τιµές για κάθε µία από τις p 

µεταβλητές, οι δε αποστάσεις µεταξύ των σηµείων υπολογίζονται µε βάση 

την Ευκλείδεια απόσταση.    

� Στον χώρο R
n
 των σηµείων-µεταβλητών {Jm : (m=1,2,…p)} όταν δύο 

σηµεία µεταβλητές είναι κοντά το ένα από το άλλο, αυτό σηµαίνει πως το 

σύνολο των αντικειµένων έδωσε στις µεταβλητές αυτές περίπου τις ίδιες 

τιµές.  

� Όταν ένα σηµείο-αντικείµενο και ένα σηµείο-µεταβλητή είναι γειτονικά 

σηµαίνει ότι το αντικείµενο χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα της 

µεταβλητής. 

� Όταν δύο µεταβλητές βρίσκονται σε αντίθετα τεταρτηµόρια του κύκλου 

συσχέτισης, σηµαίνει ότι ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης των δύο 

µεταβλητών είναι αρνητικός.  

� Βέβαια οι µονάδες µέτρησης των µεταβλητών µπορεί να διαφέρουν µεταξύ 

τους, για τον λόγο αυτό είναι απαραίτητο να υπάρξουν µετατροπές των 

στοιχείων του πίνακα δεδοµένων, χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό 

z, καθιστώντας τα δεδοµένα του πίνακα κανονικοποιηµένα µε βάση τη 

σχέση    

9.5   Ανασύσταση των αρχικών δεδοµένων από τις q κύριες συνιστώσες 

Αν λοιπόν οι q πρώτοι παραγοντικοί άξονες ερµηνεύουν ένα ποσοστό αδρά-

νειας που ικανοποιεί τον αναλυτή, τότε µπορεί ο αναλυτής να διατηρήσει τις 

πρώτες q κύριες συνιστώσες, µε τις οποίες µπορεί να ανακατασκευάσει προσεγ-

γιστικά τα αρχικά δεδοµένα. 

 Η προσέγγιση ισούται µε το ποσοστό της αδράνειας των q διατηρηθέντων κυ-

ρίων παραγοντικών αξόνων. Έτσι αν επιθυµούµε να ανασυστήσουµε τις 

συσχετίσεις µεταξύ δύο µεταβλητών, χρησιµοποιούµε το εσωτερικό γινόµενο των 

διανυσµάτων-µεταβλητών Βi και Bj.' Ήτοι 

                                       COR(Y
i
,Y

j
)=<Bi,Bj>                                  (9.26) 

π.χ αν θεωρήσουµε το παραγοντικό επίπεδο 1x2 θα έχουµε 

               <Bi,Bj>=COR(Y
i
,C

1
) · COR(Y

j
,C

1
)+.........+COR(Y

i
,C

p
) · COR(Y

j
,C

p
)

   

       
Αν θελήσουµε να ανασυστήσουµε τις στατιστικές µονάδες οι οποίες περιγράφο-

νται από τις κανονικοποιηµένες µεταβλητές {Χj
i
|i=1,..n και j=1,..p}, για κάθε µετα-

ij iz (x x) / s= −
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βλητή Y
j
 χρησιµοποιούµε τη σχέση 9.27          

                                                

q a
i J a

j

a 1 a

c (i)
X COR(Y ,C )

λ=

=∑                            (9.27) 

 

 9.6 Συµπληρωµατικές στατιστικές µονάδες 

Θεωρούµε ως συµπληρωµατική στατιστική µονάδα κάθε µονάδα Ιs η οποία δεν 

συµµετείχε στην ανάλυση,(δηλαδή δεν συµπεριλαµβανόταν ως γραµµή του 

αρχικού πίνακα δεδοµένων Α(nxp)). 

Επιθυµία µας είναι να προσδιορίσουµε τις ιδιότητες της Ιs σε συνδυασµό µε τις 

ιδιότητες  των στατιστικών µονάδων που συµµετείχαν στην ανάλυση. Προς τούτο 

τοποθετούµε την Ιs στα διάφορα παραγοντικά επίπεδα που δηµιουργήθηκαν στα 

προηγούµενα στάδια της ανάλυσης ώστε να προσδιορίσουµε τη συµπεριφορά της. 

Προφανώς γνωρίζουµε το διάνυσµα  

                                             Α(is)={V1 (is),......,Vp (is)}                         (9.28) 

όπου Vj(is) είναι η µέτρηση της µεταβλητής Vj στη στατιστική µονάδα is 

      ∆ηµιουργώντας το κανονικοποιηµένο διάνυσµα Χ(is)={x1(is),.,xp(is)} 

πολλαπλασιάζουµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος Χ(is) µε τους συντελεστές 

κάθε κύριου παράγοντα u
j
 και βρίσκουµε τις αντίστοιχες κύριες συνιστώσες C

J
(is) 

οι οποίες προσδιορίζουν τη θέση της στατιστικής µονάδας is στα παραγοντικά 

επίπεδα που δηµιουργούνται από την ανάλυση [Lebart, Piron, Steines,2003]. 

9.7 Κανόνες  διατηρητέων συνιστωσών  

    Ένα συνηθισµένο ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής: «Πόσες Κύριες  

Συνιστώσες (παράγοντες) οφείλει να διατηρήσει κάποιος σε µία ανάλυση;» Στο 

ερώτηµα αυτό υπάρχουν ποικίλες απαντήσεις ανάλογα µε τα κριτήρια που θα 

χρησιµοποιηθούν. Τα πλέον γνωστό είναι το κριτήριο του Kaiser (1960).  

� Το κριτήριο του Kaiser 

    

    Όπως είναι γνωστό οι διακυµάνσεις των µεταβλητών σε µία Ανάλυση σε Κύριες 

Συνιστώσες θεωρούνται ίσες µε την µονάδα. Εφόσον στην ανάλυση συµµετέχουν 

p µεταβλητές, η συνολική διακύµανση είναι ίση µε p.  

    Η διακύµανση αυτή θα κατανεµηθεί σε διαφορετικές κύριες συνιστώσες. Το 

ποσοστό που ερµηνεύει κάθε κύρια συνιστώσα αντιπροσωπεύεται από την 

αντίστοιχη χαρακτηριστική ρίζα.  

    Το κριτήριο του Kaiser λέει ότι πρέπει να διατηρήσουµε στην ανάλυση όσες 

κύριες συνιστώσες έχουν χαρακτηριστική ρίζα µεγαλύτερη του 1. 

Έστω ότι από η ανάλυση ενός πίνακα συσχετίσεων 4x4 µεταβλητών έδωσε τα 

παρακάτω αποτελέσµατα. 
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Πίνακας 9.3:Πίνακας µε τις χαρακτηριστικές ρίζες 

 αύξων       xαρ. Ρίζα      ερµηνείας    άθροισµα    | ιστόγραµµα χαρακτηρ. ριζών 

   1       2,1497646        53,74              53,74      |************************ 

   2       1,3703070        34,26              88,00      |**************** 

   3       0,4283667        10,71              98,71      |********* 

   4       0,0515616          1,29            100,00      |** 

Στο παράδειγµά µας µπορούµε να κρατήσουµε τις δύο πρώτες κύριες συνιστώσες. 

Παρατηρούµε αρχικά ότι σ’ ένα πίνακα µε 4 µεταβλητές, το άθροισµα των 

χαρακτηριστικών ριζών είναι ίσο µε 4. Επίσης η πρώτη χαρακτηριστική ρίζα έχει 

τιµή 2,149, η δεύτερη έχει τιµή 1,37 και η τρίτη 0,428. Αυτό σηµαίνει ότι η πρώτη 

κύρια συνιστώσα «εξηγεί» 2,149 µονάδες διακύµανσης, ενώ η δεύτερη 1,37 και η 

τρίτη µόνο 0,428 της διακύµανσης.  

 Συνεπώς είναι ανώφελο να χρησιµοποιηθούν περισσότερες των δύο πρώτων 

κυρίων συνιστωσών, αφού ερµηνεύουν το 88% της συνολικής διακύµανσης. 

      Από τον παρακάτω πίνακα προκύπτουν οι συµπιεσµένες κυρίες συνιστώσες µε 

παραµέτρους τις τέσσερις µεταβλητές TEST1,TEST2,TEST3 και TEST4 

Πίνακας 9.4:Συντεταγµένες, προβολές και συνεισφορές των µεταβλητών 

IND #G1 COR CTR #G2 COR CTR #G3 COR CTR #G4 COR CTR 

ΤΕΣΤ1 954 911 424 -210 44 32 138 19 45 160 26 499 

ΤΕΣΤ2 -707 499 232 686 471 344 -94 9 20 144 21 404 

ΤΕΣΤ3 -742 550 256 -450 202 147 497 247 577 32 1 20 

ΤΕΣΤ4 -435 189 88 -809 654 477 -392 153 358 63 4 77 

   

   Έτσι για τις δύο πρώτες κύριες συνιστώσες προκύπτουν οι ακόλουθες 

συναρτήσεις 

 

      

� Το κριτήριο του Cattell 

Ο Cattell πρότεινε µία γραφική λύση και µία αλγεβρική.  

� Η γραφική λύση  

    Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα 9.3 σχεδιάζουµε το γράφηµα των 

χαρακτηριστικών ριζών σε συνάρτηση της τάξης των συνιστωσών (1
η
,2

η
,.. κ.λ.π)      

   Η ένδειξη µέχρι πόσες κύριες συνιστώσες θα διατηρήσουµε στην ανάλυση, 

αποτελεί το σηµείο όπου εκδηλώνεται έντονη αλλαγή της κλίσης του γραφήµατος.   

1 1 2 3 40,954 0,707 0,742 0,435c TEST TEST TEST TEST= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

2 1 2 3 40, 21 0,686 0, 45 0,809c TEST TEST TEST TEST= − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅
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Σχήµα 9.5: Γραφική λύση του κριτηρίου Cattell 

� Η αλγεβρική λύση 

Επειδή η γραφική λύση δεν είναι απολύτως καθαρή για τον προσδιορισµό της 

αλλαγής της κλίσης του γραφήµατος των χαρακτηριστικών ριζών, χρησιµοποιείται 

ο επιταχυντής FA(λ), ο οποίος προσδιορίζει ακριβώς την συνιστώσα στη οποία 

αντιστοιχεί το επίµαχο σηµείο αλλαγής της κλίσης.  

Ο τύπος του επιταχυντή FA(λ) είναι ο εξής: 

                            i i 1 i i 1FA(λ ) λ 2 λ λ+ −= − ⋅ +                             (9.29) 

Ο επιταχυντής FA(λ), µε την προϋπόθεση ότι ισχύει λi-1 >1,00 , οδηγεί στο 

συµπέρασµα να κρατήσει ο αναλυτής τόσες κύριες συνιστώσες όσες υποδηλώνει 

το λi-1 για το οποίο το FA(λi) είναι µέγιστο. 

Έστω ο παρακάτω πίνακας ο οποίος περιέχει τεχνικά δεδοµένα 15 πολυτελών 

αυτοκινήτων. Οι µεταβλητές είναι οι εξής: Κυβισµός: σε cm
3 

, Βάρος: σε Kgr, 

Επιτάχυνση 0-100: σε Κm/h, Τελική ταχύτητα : σε Km/h, Τιµή: σε Ευρώ 

 

Πίνακας 9.5: Τεχνικά δεδοµένα 15 αυτοκινήτων 

 

Μάρκα Ind Κυβισµός Βάρος Επιτάχυνση 0-100 Ταχύτητα Τιµή 

Aston Martin V12 Asto 5935 1885 5,4 306 236.460 

Bentley Bent 6750 2585 5,8 273 263.068 

BMW Z8 BMW 4941 1650 5,2 250 122.700 

Jaguar XKR Jagu 3996 1840 5,9 250 92.120 

Maserati Spyder Mase 4244 1730 5,2 283 98.800 

Ferrari Engo Fer1 5998 1365 3,3 350 645.000 

Ferrari 612 Fer2 5748 1840 4,2 320 218.000 

Ferrari F430 Fer3 4961 1640 4,2 309 148.480 

Ford GT Ford 5409 1578 3,3 320 177.000 

Lamborghini Murci Lam1 6192 1825 4,0 330 223.880 

Lamborghini 575M Lam2 5748 1795 4,7 325 196.000 

Mercedes CLK AMG Merc 5439 1748 4,1 320 236.060 

Porsche GT2  Por1 3600 1440 4,0 319 184.674 

Porsche Carrera 2.7 Por2 2687 1037 6,3 240 33.000 

Saleen S7 Sale 6999 1250 3,6 350 366.000 
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Η ανάλυση του πίνακα µε την ACP µας δίνει τις παρακάτω χαρακτηριστικές ρίζες. 

Πίνακας 9.6: Ιστόγραµµα χαρακτηριστικών ριζών 

αύξων xαρ. Ρίζα      ερµηνείας    άθροισµα      | ιστόγραµµα χαρακτηρ. ριζών 

   1       2,9419517           58,84                 58,84          |********************************** 

   2       1,3779707           27,56                 86,40          |***************** 

   3       0,4136925             8,27                 94,67          |***** 

   4       0,1770378             3,54                 98,21          |*** 

   5       0,0893473             1,79               100,00          |* 

 

Εφαρµόζοντας τον τύπο 9.29 προκύπτει ο πίνακας 9.7 

                   Πίνακας  9.7: Εξαγωγή του επιταχυντή FA(λ) του Cattell 

 

 

 

 

 

 

 

Από τα δεδοµένα των πινάκων 9.6 και 9.7, συνάγεται ότι πρέπει να 

διατηρηθούν οι δύο πρώτες κύριες συνιστώσες  καθόσον η µέγιστη τιµή 

FA(λi)=0,727624 αντιστοιχεί στην τιµή i=3, οπότε i-1=2, για την οποία ισχύει η 

προϋπόθεση λi-1>1 (λ2=1,377971). 

� Το κριτήριο του Horn 

      Ο Horn προτείνει  να πραγµατοποιηθεί µία Ανάλυση σε Κύριες 

Συνιστώσες σε µία µήτρα συσχετίσεων που δηµιουργήθηκε από ένα πίνακα που 

έχει τον ίδιο αριθµό µεταβλητών και αντικειµένων που σχηµατίστηκαν βάσει 

τυχαίων αριθµών. Οι κύριες συνιστώσες που θα προκύψουν από µία τέτοια 

ανάλυση, θα συγκριθούν µε τις κύριες συνιστώσες του πραγµατικού πίνακα 

δεδοµένων. Σύµφωνα µε τον  Horn πρέπει να διατηρηθούν τόσες κύριες 

συνιστώσες όσες έχουν τιµή µεγαλύτερη από την αντίστοιχη κύρια συνιστώσα που 

προέκυψε µε τυχαίο τρόπο. 

   Με βάση τα δεδοµένα του πίνακα 9.5 δηµιουργείται ένας πίνακας δεδοµένων 

διαστάσεων 15x5 µε τυχαίους αριθµούς, ο οποίος µετά από ανάλυση µε την ACP 

έδωσε τις  παρακάτω χαρακτηριστικές τιµές λΤ  

 

 

 

Κύρια Συνιστώσα λi % FA(λ) 

1 2,941952 58,84  

2 1,377971 86,40 0,599703 

3 0,413693 94,67 0,727624 

4 0,177038 98,21 0,148964 

5 0,089347 100,00  
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           Πίνακας 9.8: Χαρακτηριστικές τιµές κανονικές λi  και τυχαίες λT 

λi λT 

2,941952 2,167485 

1,377971 1,325574 

0,413693 0,830216 

0,177038 0,458513 

0,089347 0,218212 

  
Το διάγραµµα των τιµών του πίνακα 9.8 παρουσιάζεται στο σχήµα 9.6 

 
  

Σχήµα 9.6: ∆ιάγραµµα χαρακτηριστικών ριζών κανονικού και τυχαίου δείγµατος 

 

Με βάση το κριτήριο Horn πρέπει να διατηρηθούν οι δύο πρώτες κύριες 

συνιστώσες. 

9.8 ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης του Anderson 

     Ο Anderson το 1963 διατύπωσε τα όρια µέσα στα οποία πρέπει να 

κινούνται οι χαρακτηριστικές ρίζες ενός πίνακα δεδοµένων που αναλύεται µε την 

µέθοδο της Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες [Lebart,Piron,Steines, 2003]. 

     Το εύρος των διαστηµάτων εµπιστοσύνης παρέχει µία ένδειξη  για το κατά 

πόσο µπορεί να είναι σταθερές οι τιµές των χαρακτηριστικών ριζών, λόγω των 

διακυµάνσεων που οφείλονται  στις δειγµατοληψίες. 

     Η επικάλυψη δύο διαστηµάτων εµπιστοσύνης συνεχόµενων χαρακτηρι-

στικών ριζών υποδηλώνει πιθανώς ισότητα των τιµών αυτών των χαρακτηριστικών 

ριζών. Το γεγονός αυτό µας απαλλάσσει να ερµηνεύσουµε έναν ασταθή πα-

ραγοντικό άξονα. 

    Σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% το διάστηµα εµπιστοσύνης κάθε θεωρητικής 

χαρακτηριστικής ρίζας λθ (θ=1,….p) δίδεται για κάθε δειγµατική χαρακτηριστική 

ρίζα λα από την σχέση (9.29). 

                         
α θ α

2 2
λ [1 1, 9 6 ] λ λ [1 1, 9 6 ]

n 1 n 1
− ≤ ≤ +

− −
    (9.29) 

     Παρατήρηση: Για να λειτουργήσει ικανοποιητικά η σχέση 9.29 πρέπει το 

δείγµα να είναι αρκετά µεγάλο (τουλάχιστον n>800) σε συνδυασµό µε µεγάλο 

πλήθος µεταβλητών (p>30). 
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9.9 Ο Παραγοντικός δείκτης απλότητας (IFS) του H. F. Kaiser  

    Όσον αφορά την εξέταση κάθε µιας µεταβλητής χωριστά, αν πρέπει να 

συµµετέχει ή όχι στην ανάλυση, διευκολύνεται πάρα πολύ εφόσον χρησιµοποιηθεί 

το κριτήριο του Henry F. Kaiser (1974) το οποίο ονοµάζεται παραγοντικός δείκτης 

απλότητας (Index of Factorial Simplicity IFSi).Ο παραγοντικός δείκτης απλότητας 

(IFS) υπολογίζεται βάσει του παρακάτω τύπου 

 

 

                                                                                                                           (9.30) 

 

 

 

     Ο δείκτης αυτός υπολογίζεται για κάθε µία µεταβλητή και παίρνει τιµές από 0 

έως 1. Για να διατηρηθεί µία µεταβλητή σε µία ACP πρέπει η µεταβλητή να έχει 

δείκτη µε τιµή  µεγαλύτερη του 0,5.  H. F. Kaiser πρότεινε την παρακάτω 

διαβάθµιση 

  

  9.10 Ο συντελεστής  Alpha του Lee J. Cronbach  

Ο συντελεστής Alpha του Lee J. Cronbach υπολογίζεται µε βάση την παρακάτω 

σχέση: 

 

 

                                                                                                                            (9.31) 

 

 

Όπου  

n είναι το πλήθος των µεταβλητών Yi 

    η διακύµανση των τιµών κάθε µεταβλητής Y 

      η τυπική απόκλιση κάθε µεταβλητής Yi 
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Το a του Cronbach µεταβάλλεται συνήθως µεταξύ 0≤a≤1 

 

    Όταν το a ισούται µε 1 τότε υφίσταται µεγάλη εσωτερική συνέπεια στις 

απαντήσεις µεταξύ των µεταβλητών  

 

Τιµές Χαρακτηρισµός 

a<0,50 Απαράδεκτη 

0,50<a≤0,60 Φτωχή 

0,60<a≤0,70 Αµφισβητήσιµη 

0,70<a≤0,80  Αποδεκτή 

0,80<a≤0,90  Καλή 

0,90<a  Εξαιρετική 

9.11  Test Bartlett 

    Το τεστ Bartlett ελέγχει αν ο πίνακας συσχέτισης R=(ρij) διαστάσεων (pxp) 

αποκλίνει σηµαντικά από τον πίνακα ταυτότητας του οποίου η τιµή της ορίζουσας  

είναι ίση µε |R|=1 

Ο έλεγχος που πραγµατοποιείται µε βάση τη κατανοµή X
2
  έχει την µορφή:   

                                                        Ηο: |R|=1 

                                                        Hε: |R|<1 

Χρησιµοποιείται ο παρακάτω τύπος: 

 

                                                                                                                           (9.32) 

 

Παράδειγµα από οθόνη του MAD 

 

  Όταν ισχύει Χ
2
>Χ

2
(ν,0.05) µε   

 

   Τότε είναι εφικτή η συµπίεση των p µεταβλητών σε m µεταβλητές όπου 

m=1,2,3…<p ανάλογα µε το πόσοι παράγοντες ερµηνεύουν περισσότερο από µια 

διακύµανση.  

 

    Στην αντίθετη περίπτωση δεν κρίνεται απαραίτητο να γίνει συµπίεση των p 

µεταβλητών.  

 

 

 

 

2 2 5
1 ln | |

6

p
x n R

⋅ + 
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   Στο παράδειγµα έχουµε 2 παράγοντες τον c1 µε 2,87 και τον c2 µε 1,79, όπου η 

πληροφορία που αντλείται από τους 2 πρώτους παράγοντες ανέρχεται σε 93,37% 

της συνολικής διακύµανσης. 

                                                                                           

 

Εικόνα 9.1: Οθόνη µε το αποτέλεσµα του τεστ Bartlett 

  


